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Обучаясь на механико-математическом факультете
МГУ им. М.В.Ломоносова и проникаясь алгебраической терминологией
кафедре высшей алгебры, для себя я осознала, что за прошедшие годы
(с 2006 по 2014) мною было сделано три следующих наблюдения.

Наблюдение первое. Для того, чтобы абстрактная проективная
плоскость была дезарговой и ее координатное тело было коммутатив-
ным необходимо и достаточно, чтобы в хотя бы одной аффинной карте
этой плоскости выполнялась следующая

Теорема (см [26],[28]). Пусть точки Q1, Q2, Q3, S таковы, что ни-
какие три из них не лежат на одной прямой. Назовем l1, l2, l3 прямые,
проходящие через точку S и параллельные прямым Q1Q2, Q2Q3, Q1Q3,
соответственно. Возьмем произвольную прямую параллельную SQ2,
но с ней не совпадающую, пусть она пересекает прямые l1, l2 в точках
P1 и P2. Тогда точка пересечения прямых, проходящих через точки P1

и P2 и параллельных SQ1 и SQ3, соответственно, лежит на прямой
l3.

Этот доказанный мной результат позволяет не только ввести геомет-
рически наглядно привычное со времен Декарта понятие числа, доказав
одним махом существование и коммутативность гомотетий с общим цен-
тром, но и указать естественный способ сравнения "ориентированных
площадей "треугольников и строить теорию меры (в случае, когда коор-
динатное тело это поле действительных чисел) напрямую, не используя
никакой евклидовой метрики.

Наблюдение второе.
Лемма о директрисе и фокусе (см. [30], [1]). Для любых дей-

ствительных α, β, δ, k бесконечно дифференцируемые решения x(t), y(t)
((x(t)− a) · y′(t)− x′(t) · (y(t)− a) ̸= 0) уравнения

(x′′, y′′) = − 4π2k

(α · x+ β · y + δ)3
· (x− a, y − b) (a, b ∈ R)

лежат на кривых второго порядка, у которых фокус расположен в точ-
ке (a, b), а директриса определяется уравнением α · x+ β · y + δ = 0.
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Теорема. Для любых действительных α, β, γ, δ, k бесконечно диффе-
ренцируемые решения x(t), y(t), z(t) (не лежащие на прямой проходя-
щей через фокус) уравнения

(x′′, y′′, z′′) = − 4π2k

(α · x+ β · y + γz + δ)3
· (x− a, y − b, z − c) (a, b, c ∈ R)

лежат на кривых второго порядка, у которых фокус расположен в точ-
ке (a, b, c), а директриса является пересечением плоскости движения
и плоскости α · x+ β · y + γ · z + δ = 0.

Эти два утверждения оказались той последней каплей, которые пере-
полнили чашу, содержащую известные и на первый взгляд разнородные
модели движения объектов по кривым второго порядка (в частности по
прямым) при которых ускорение во все время движения направлено в од-
ну и ту же точку (аффинного) пространства, включив в повестку дня во-
прос о существовании универсальной модели центрально-квадратичной
динамики.

Наблюдение третье.
Теорема 1 (см. [22]). Пусть |G| — порядок конечной группы G и

H[G,G]
def
=

1

|G|2
∑
g∈G

∑
h∈G

[g, h] ([g, h]
def
= g−1h−1gh) −

элемент групповой алгебры K[G], где K = C — поле комплексных чи-
сел. Тогда для любого представления ρ : G → EndKV в произвольном
пространстве V линейное преобразование ρ(H[G,G]) диагонализируемо и
его спектр имеет вид 1

n2 , где n пробегает dimKVi, где Vi —неприводимые
компоненты в пространстве V относительно действия группы G.

Найденное мной доказательство этого несложного факта позволило
мне перенести его на произвольные компактные группы.

Теорема 2 (см. [23]). Пусть мера Хаара µ на компактной группе
G такова, что µ(G) = 1, а ρ : G → EndKV — непрерывное представ-
ление G в банаховом пространстве V над полем комплексных чисел K
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и линейный оператор Hρ
[G,G] определяется формулой

Hρ
[G,G]

def
=

∫∫
G

[ρ(g), ρ(h)]dµgdµh.

Тогда для любого n–мерного подпространства W , на котором ρ(G) дей-
ствует неприводимо,

Hρ
[G,G](w) = (

∫
G

ρ(g−1)(

∫
G

ρ(h−1)ρ(g)ρ(h)dµh)dµg) · w =

= (

∫
G

(

∫
G

ρ(g−1)ρ(h−1)ρ(g)dµg)ρ(h)dµh) · w =
1

n2
· w (w пробегает W ).

На мой взгляд, наиболее фундаментальным здесь является случай
регулярного представления компактной группы G = SU(2,C).

Важный пример. Пусть SU(2, K) — группа унитарных 2 × 2 мат-
риц над комплексным полем K с детерминантом, равным единице, V
— линейное пространство всех функций f : G → K, для которых
||f ||2 def

=
∫
G

|f(g)|2dµg < ∞, и представление ρ : G → EndKV группы

G реализуется правыми сдвигами ρ(h)×f(g)
def
= f(hg). Хорошо известно

(см. [16], [17],[20]), что
(a) в V с точностью до эквивалентности функций реализует-

ся гильбертово пространство относительно полуторалинейной формы
(f(g), h(g))

def
=

∫
G

f(g)h(g)dµg,

(b) для любого натурального n единственное с точностью до изомор-
физма n–мерное представление группы G реализуется в V и имеет в V

кратность, равную n,
(c) сумма всех конечномерных неприводимых подпространств из V

плотна в V .
Из теоремы 2 заключаем, что в гильбертовом пространстве V имеется
полный ортонормированный базис, состоящий из собственных векторов
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оператора Hρ
[G,G]. В частности, для любого натурального n кратность соб-

ственного значения 1
n2 равна n2. (См. для сравнения в книге [18] спектр

оператора Шредингера для атома водорода.)
Вот, вкратце, мои основные результаты, вокруг которых ведутся ис-

следования в данной диссертации: "Дифференциально-алгебраические
и геометрические основы (начала) центральной динамики на квадратич-
ных кривых".
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